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1. Bei der Linientaxierung eines Gebietes werden bekanntlich die
gesuchten Masszahlen so erhalten, dass sie in bezug auf ein reprisenta-
tives, aus dquidistarten Lirien von fester Breite bestehendes Teilgebiet
durch moglichst genaue direkte Beobachtungen und darauf gegriindete
Berechnungen bestimmt werden. Wenn auch die gemachten Beobach-
tungen und Berechnungen exakt wiren, ist ein solches Resultat immer
deshalb unsicher, weil sich das Liniengebiet in bezug auf die untersuchten
Verhiltnisse niemals genau so verhalt wie das ganze Gebiet. Um eine
Auffassung davon zu erhalten, wie grosse Fehler aus diesem Grunde
zu erwarten sind, hat man in letzter Zeit allgemein angefangen, auf Wahr-
scheinlichkeitsbetrachtungen gegriindete Berechnungen der Mittelfehler
der Resultate vorzunehmen.

Solche Berechnungen diirften zum ersten Mal in der in Schweden
vorgenommenen Taxierung des Lé&ns Vdrmland ausgefiihrt und publi-
ziert worden sein.! Spiter sind #hnliche Berechnungen in Norwegen
gemacht worden?, und ganz vor kurzem ist der Bericht iiber eine in
Finnland ausgefithrte Taxierung erschienen3, wobei die Mittelfehler
mittels eines von dem schwedischen Muster etwas abweichenden Ver-
fahrens berechnet sind.

1 Viarmlands ldns skogar jamte plan till en taxering af Sveriges samtliga skogar.
Stockholm 1914.

2 Taxering af Norges skoger utford af Landsskogtaxeringen:
.1 Ostfold fylke. Hamar 1920.
IT Hedmark fylke. Kristiania 1922, .
3 YRIO ILVESSALO, Untersuchungen iiber den Zustand der Privatwélder in den
mittleren Teilen des Lins Tavastehus. Acta Forestalia Fennica 26, Helsinki, 1923.



Das Folgende enthilt eine kritische Untersuchung der bisher ange-
wandten Methoden der Fehlerberechnung und einen Versuch, diese zu
verbessern.

Eine Linientaxierung kann sehr verschiedene Verhiltnisse betreffen,
wie die Kubikmasse pro ha, den Waldboden in Prozenten des ganzen
Areals, u.s.w. Der Kiirze halber wird im folgenden immer nur vom
Prozent eines Gebietes gesprochen, ohne dass die Massenerscheinung,
wovon die Rede ist, niher bestimmt wird.

2. Bei der schon erwidhnten Linientaxierung des Lans Virmland
wurde die Berechnung des Resultates und seines Mittelfehlers wie folgt
gemacht. '

Es sei G das zu taxierende Gebiet, I}, I,, - - -, [, die Langen der Linien,
so geordnet, wie diese tatsachlich nacheinander folgten, und p,, p,, - - -,
p, die zu den Linien gehdrigen Prozentzahlen, welche wir als exakt vor-
aussetzen. Bezeichnet L die Gesamtlinge der Linien, so ist :

1) P-Y i
das Prozent des aus den Linien zusammengesetzten Gebietes. Diese
Zahl wurde als Prozent des ganzen Gebietes angenommen.

Im Bericht iiber die Taxierung ist die Sache zwar nicht ganz in dieser
Weise erklart. Zwecks der nachfolgenden Mittelfehlerberechnung wur-
den namlich die Linien in zehn Gruppen so zusammengefasst, dass zu
jeder einzelnen Gruppe soweit wie moglich Linien gefiihrt wurden, welche
iiber das ganze Gebiet gleichmissig verteilt waren. Wenn wir die Gesamt-
langen der Linien der verschiedenen Gruppen mit L;, L,, ---, L, be-

zeichnen und Py, P,, - - -, P, die zugehdorigen Prozente sind, wurde nach
dem Bericht P aus der Gleichung

n=1 -

berechnet. Dieser Wert ist aber offenbar mit dem Werte (1) identisch.
Aus dem Bericht kann weiter geschlossen werden, dass die Berech-
nung des Mittelfehlers nach der Formel

.

_ R
@) @)=/ 4 Z,Tﬂ (P, — Py’
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erfolgte, denn im theoretischen Kapitel desselben sind auf S. 80 als Grund
der Berechnungen die beiden Formeln angegeben, die in Par.-188 von
Czubers Lehrbuch der Wabhrscheinlichkeitsrechnung als Formeln (4) und
(10) auftreten.

Bezeichnen wir mit P den wahren Wert des zu dem ganzen Gebiete
G gehorigen Prozents, so konnen wir die der Formel (2) zugrunde liegen-
den Hypothesen wie folgt formulieren:

a) Die Zahlen P, sind voneinander unabhingige Wahrscheinlich-
keitsgrossen, deren Mittelwerte samtlich gleich P sind.

b) Die Streuungen oder Mittelfehler der einzelnen Grossen P, sind
den Quadratwurzeln aus den Léngen L, umgekehrt proportional.

Von diesen Hypothesen scheint wenigstens die zweite wegen ihres
speziellen Charakters Bedenken erregen zu miissen. Wenn man an die
Verhiltnisse in der Fehlertheorie denkt, ist es klar, dass sie erfiillt ist,
wenn man sich die Struktur des Gebietes so vorstellen darf, dass das
Prozent einer Linienstrecke von gewisser Linge unabhingig davon, in
welchem Teile des Gebietes sie gewihlt ist, immer eine Wahrscheinlich-
keitsgriosse mit derselben festen Streuung ist. Eine solche Annahme
scheint aber nicht moglich zu sein. Nun kdnnen zwar Verhiltnisse, die
der Hypothese b) entsprechen, auch in.anderer Weise annihernd zu-
standekommen, es wiirde aber immer geeignet sein, den Wert des Re-
sultates zu vermindern, wenn man gezwungen wire, das Berechnungs-
verfahren auf dieselbe zu stiitzen. Es kann Indes gezeigt werden, dass
eine Abanderung der Formel (2) die aus dieser Hypothese herfliessende
Dunkelheit hebt. Einige theoretische Erorterungen sind zu diesem
Zwecke notig.

3. Wenn z eine Wahrscheinlichkeitsgrisse bezeichnet, werden wir
im folgenden mit M (z) und &(r) immer ihren Mittelwert und ihre
Streuung bezeichnen.

Es seien z;, z,, -+, x, voneinander unabhingige Wahrscheinlich-

keitsgrossen mit dem gemeinsamen Mittelwert A und den Streuungen - -

0y, 03, +++, 0,. Ferner seien hy, hs, - “* h, positive Konstanten, die
der Gleichung

®3) ihﬂ=1

p=1

geniigen. Wir betrachten die Grisse



n
'
T = L hy 2.

p=1
Nach einer bekannten Regel ist
Da
M|, — A7) = o,
ist also

@) =M { };lhi @, — A)ﬁ}.

Wenn &,, &, ---, &, ein System von Beobachtungen der Grossen a,
Zs, * ++, x, bezeichnen, ist somit anndhernd

() s(zx)= 2 hi &, — Ay

Es seien ky, ks, - -+, k, Konstanten, welche der Gleichung

sz o = Zh“’f

geniigen. Dann ist offenbar auch

~e2 (@) =M { Zlk# (@ — A)”},

und es ist ndherungsweise

(6) e(x) = Z k. (5, — A)*.

n=1
Falls die Streuungen ¢, den Quadratwurzeln aus den Konstanten h,
umgekehrt proportional sind, d.h. falls

D D 2
@) h o =hy05=--+=h, o

n o n’

so ist wegen (3)

DTN

r=1 n=

h
Indem wir kﬂ=»: nehmen, erhalten wir aus (6)

® e(z)= V }dhu (8, — A

r=1

Diese letzte Formel ist aber mcht rxchtlg, wenn die Gleichungen (7) nicht
bestehen.

Die Anwendung der Formeln (5) und (8) setzt voraus, dass A bekannt
ist.  Wir wollen nachsehen, wie sich die obigen Entw1ckelungen modifi-
zieren, wenn der Nédherungswert

B= thu

anstelle von A angewandt werden muss.
Es ist

~

M{(E—By)= M {[—h (51— A) —hp (2 — 4) —> -
"”hﬂJI(‘.flu—l_A)+(l—h#)(S#—A)*hﬁ+l(§#+l—A)"

©) o= b G — A =
=R} 6} + k3ol 4 - +h2t_lzr;"L_ﬁ-(l-—h#)za2

2 2 2 2
' h#+1a#+l+-~+h”o".
Demnach wird :

n

M { Z hi (E,u - B)2} =#§l a# hfl O'i

r=1
und
[N~ (RS
" 2( n 2
M 25 G BY = Dl
p=1 pr=1
wo
ty=1—2h,+ Y B und B.=1—h,.
, —
Nehmen wir als Niherungswert von «, den Wert «, = z ,;1, welcher
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exakt ist, falls hy =1,=---=h,, so ergibt sich aus der ersten von den
obigen Gleichungen mit Riicksicht auf (4)

(10) e(a:)zV IZW(E — B2,

Sind die Gleichungen (7) erfiillt, so erhalten wir aus der zweiten Gle -
chung, indem wir §, = Tl nehmen,

(11) ¢ (@) = V Zh(s# By

(

Diese letzte Formel ist im wesentlichen die schon erwdhnte Formel (10)
aus Czubers Lehrbuch, die der Berechnung des Mittelfehlers in der Ta-
xierung von Virmland zugrunde liegt. Wird (10) anstatt (11) benutzt,
so ergibt sich als Mittelfehler von P

(19) ¢ (P) = “’}_( )(P _pp

Da (10) unabhingig von der Voraussetzung b) ist, haben wir also in
(12) eine Formel, die nur der Voraussetzung a) bedarf.

Obgleich nun also die Formel (2) im allgemeinen durch (12) ersetzt
werden muss, ist in unserem Resultat zugleich eine Rechtfertigung der
- Anwendung der Formel (2) bei der Virmlandtaxierung enthalten. Die
Langen L, waren namlich hier beinahe gleich, und unter solchen Um-
standen fithren die Formeln (2) und (12) zu Resultaten, die nicht wesent-
lich verschieden sind.

4. Mit der Anwendung der Formel (2) ist aber ein grosserer Ubel-
stand verbunden, welchem nicht damit abgeholfen wird, dass man (2)
durch (12) ersetzt. Die Anwendung der Formeln (10) und (11) fiir einen
so keinen Wert von n wie n = 10 scheint nicht zuldssig zu sein.

Um die Sache niher zu beleuchten, wollen wir die theoretischen
Erdrterungen des vorigen Par. wiederaufnehmen, indem wir jetzt noch
die folgenden Voraussetzungen machen:

Die Grossen «, (und also auch die mit &, bezeichneten Zahlen) folgen
dem Gauss’schen Gesetz.

Die Zahlen h, sind alle einander gleich und also gleich :l

Die Streuungen o, sind alle gleich derselben Zahl o.
Unter diesen Voraussetzungen geben die Formeln (10) und (11) beide
die exakte! Formel

(13) ¢ (@) = I/ = Z (5, —

r=1

. Z (& — B>2]'
];/. =1 J
berechnen.

Aus (9) folgt wegen unserer Voraussetzungen

Wir wollen die Grosse

N |
M ]' ) . —'B)2i= = (n—1)
r=1

Ferner ist

L(«—B) —”“}d(c,L—A) ~—Z(:M~A><§y 4),

n=1 n=1

wo die zweite Summe rechts iiber alle moglichen Wertepaare u, » zu
erstrecken ist, die die Bedingung 1 <u <»<n erfiillen, Fiihren wir
die Bezeichnungen

a=""13 (4 —(n—1)
r=1
2
—2) G- G-
v

ein, so ergibt sich deshalb

" )
2{ D B)Q; = M {(a + b))
r—1

Da die Grossen &, dem Gauss’schen Gesetz folgen, ist

M5 — A)') =34,
und weiter ergibt sich
"1 Hierunter verstehe ich, dass & (z) exakt gleich dem Mittelwert des Ausdruckes
unter der Quadratwurzel ist. Die Formeln (10) und (11) selbst sind in diesem Sinne
im allgemeinen nicht exakt.
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¢ 2
M@ =20,
M (ab) =0
und
M(b2)_2(n~ 1) ot

Demnach wird :
MA@+ b)) = 2(n—1)0"

und somit

L2y

{ “,(,#_B)'%}= 213 m—1).

a=1
o

Es ist also

SpyCE
" Lo
Falls n = 10 ist, finden wir fiir dieses Verhiltnis den Wert 0,47. Also
ist der Mittelfehler des Ausdruckes unter der Quadratwurzel in (13)
fiir n = 10 nahezu die Halfte des Mittelwertes desselben, was uns zeigt,
dass eine Bestimmung von ¢ (z) mittels (13) fiir diesen Wert von n wert-
los ist. Hieraus folgt, dass die Anwendung der Formeln (2) und (12)
nicht zuléssig ist.

Nun ist es ja moglich, dass die bei der Vdarmlandtaxierung erhaltenen
Mittelfehler nichtsdestoweniger aus dem Grunde hinreichend gross sind,
weil, wie im Berichte bemerkt worden ist, die Art, in welcher die Linien
in Gruppen zusammengefiihrt wurden, eine Tendenz zu einer zu grossen
Streuung der Zahlen P, bewirkt. Die Berechnungsmethode kann aber
nicht hierauf basiert werden, und es ist mir auch nicht in anderer Weise
gelungen, die Anwendung der Formeln (2) oder (12) zu rechtfertigen.
Damit ein aus (10) erhaltenes Resultat eine selbstindige Bedeutung als
Mass der Unsicherheit von z habe, muss n doch wenigstens 50 betragen.

5. Ich gehe jetzt zu dem Verfahren iiber, das Herr Y. ILvessavo
- bei seinen oben erwdhnten Mittelfehlerberechnungen angewandt hat und
dessen Grundgedanke von W. Cajanus herriihrt.

! Dieses Resultat ist keineswegs neu. Es findet sich in viel allgemeinerer Form
schon bei GAUSS, Theoria combinationis observationem erroribus minimis obnoxiae.
In den iiblichen Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden aber die Kon-
sequenzen desselben in merkwiirdiger Weise vernachldssigt.

b -
i~
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Der Verlauf der Zahlen p, wurde zuerst so graphisch dargestellt,
dass jeder Zahl p, der Punkt zugeordnet wurde, dessen Abszisse w und
dessen Ordinate p, waren. Die erhaltene Punktfolge wurde sodann
mittels einer mit der Hand gezeichneten Kurve K ausgeglichen, wobel
versucht wurde, nur das im Verlauf der Zahlen p, unzweifelhaft Syste-
matische im Gang der Kurve K zum Ausdruck kommen zu lassen und
alle iibrigen Variationen der p, mittels derselben auszugleichen. Zu
jedem der anfangs.gezeichneten Punkte gehort ein Punkt von K mit
derselben Abszisse und der Ordinate p,. Die Berechnung des Mittel-
fehlers des gemiss (1) berechneten Prozents P erfolgte nach der Formel

L (/L_p# :

Man gelangt zu dieser Formel, wenn man die folgenden Voraus-
setzungen macht:

a) Die Zahlen p, sind voneinander unabhingige Wahrscheinlich-
keitsgrossen, deren -Mittelwerte p/, sind.

b) Das wahre Prozent P des Gebietes ist gleich

(14) ¢ (P) =

©
La

pr=1

o~
r

P

h

¢) Die Streuungen der Grossen p,, die wir mit ¢;, g, - - -, o, bezeich-
nen wollen, sind den Quadratwurzeln aus den Lingen [, [y, «--, [, um-
gekehrt proportional.

Dann ist ndmlich einerseits

n n ! 2 ” ly. 3
O P B PR
und andererseits
w0, -1 3 gt S e
r=1 p=

was unmittelbar zu (14) fiihrt.
Hinsichtlich dieser Formel gilt offenbar in Analogie mit dem, was
wir in Par. 3 vorgefiihrt haben, dass, falls wir anstatt ihrer die Formel
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Z( )(p —p,)

r=1

(15) e (P)=

benutzen, die Voraussetzung c) nicht mehr notig ist. Es scheint aber
jetzt sogar notwendig, die Formel (14) durch (15) zu ersetzen, denn da
die Lingen [, absehbar variieren konnen, kann die Anwendung der For-
mel (14) bei ungunstlgen Umsténden zu bedeutenden Fehlern im Resul-
tate fiithren.

Bei der Anwendung der jetzt in Frage stehenden Methode tritt die
richtige Zeichnung der Kurve K als neue wesentliche Schwierigkeit auf.
Da man unter allen Umstédnden gezwungen ist, eine gewisse Homogeni-
tdt des zu taxierenden Gebietes vorauszusetzen, sollte es keine Bedenken
erregen, die Annahme zu machen, dass der Verlauf der Streuungen eine
gewisse Stetigkeit aufweist. Es ist mir aber nicht gelungen, hieraus
befriedigende Regeln fiir die Zeichnung von K abzuleiten. Die Vor-
schriften werden kiinstlich und in hohem Grade wilikiirlich.

Es ist kein Zweifel, dass ein geschickter und erfahrener Forscher
mittels dieses Verfahrens zuverldssige Resultate erhalten kann, und es
mag -als ein Verdienst desselben hervorgehoben werden, dass eine ein-
gehende Kenntnis der Struktur des Gebietes bei der Zeichnung der Kurve
K verwertet werden kann, um ein sicheres Resultat zu erhalten. Es ist
aber in methodischer Hinsicht sehr unbefriedigend, das Urteil dariiber,
wie die Kurve- K gezeichnet werden soll, dem Handhaber der Berech-
nungen zu iiberlassen, und es scheint deshalb wiinschenswert, die Zeich-
nung der Kurve durch irgendeinen anderen Vorgang ersetzen zu konnen.

Im folgenden soll aus der Formel (15) eine neue abgeleitet werden,
worin die p), sozusagen eliminiert sind und welche deshalb eine Berech-
nungsmethode gibt, der keine Willkiirlichkeit mehr anhaftet. Natiirlich
kann dies nur in der Weise geschehen, dass gewisse Hypothesen einge-
fithrt werden. Diese sind aber solcher Art, dass, wie mir scheint, keine
grosseren Bedenken gegen sie erhoben werden konnen.

6. Wenn u £ », ist offenbar

‘|

.‘lz 772 lf "2 ' l# ’ L, v’
1) My L@~ + 26, —) =Ml[7:(1’#—1’ﬂ)—z(?v‘?»)] i

Setzen wir
1,+1,
Yo Wn—p)=a

b

S

, P, — P, —p)=">
l,+1, ,
2L ( p#)z C)
so ist
L, , l, ,
2w, —r)—7®,—p)=a+b+ec,
und also hat man

an {0~ 5 0, 2)] |-

M (@®)+ M ®*) + M (¢*)+2M (ab)+2M (ac)+2M (be).

Weil M (b) = 0 und c eine Konstante ist, findet man

M (b?) = ( ) 0' -+ O’
M@ =(2" )m—p
M@= — (55 ) i,
M(be) = o.

Um M (ab) zu bestimmen, schreiben wir

ab= 3 \[(@,— ) — @, —P))’] + @, — D)) (0, + p,— P, — ) (-

4L2

Hieraus sieht man, dass

b=l s o
M (@b) = 25 (o} — o).

Bemerken wir noch die Identitit

2 2

l:. lv2 l —'lv l _lv
() @ 4ot Bk () = 2, =1, ),

so ergibt sich aus (16) und (17)

13
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i 2 y 2[
M {L’;(pﬂﬂpz) + p(Pv—P) [~
(18)

M{(@;Tlv) ( p)||+ #LZ (l o‘ —1 6)—<l#2+Ll")2(1');—p:)2.

Diese Formel wollen wir dazu benutzen, dem Ausdruck unter der
Quadratwurzel in (15) umzuformen. Es ist offenbar

n 2 — 2 2

l , , .
2 i@, p) Z %@#—pn)” C p#+1)2}+
/L= :‘.
19) 1lf 11! 2
§Z'(p 1) +35 Lz(p —P)

und hieraus ergibt sich mit Benutzung-von (18)

J u‘ l2 ' 2[ ln—l lp+l#+l«2 2]
e )Y w23 X (P57 @e—per |+ R
l,L=
wo
R=R1+R2+R3

R oo, 10
27

+§P0'n,

und

By=;

o] =

n—l

;L+1 2 2
22 912 (#6# lu+16ﬂ+1)’

Rs——zZ(’ s} g g Y

Wir fithren die Voraussetzung ein, dass sdmtliche Grissen R, }sz und
|R; |, und also auch | R |, so klein sind, dass sie im Vergleich mit dem ersten
Gliede rechts von (20) vernachlissigt werden konnen. Dann ergibt sich,
indem wir den Ausdruck in der grossen Parenthese rechts in (20) unter
die Quadratwurzel in (15) einfiihren,

Z(l H"“) P —pp1)-

(21) & (P) =

15

Dies ist die im vorigen Par. in Aussicht gestellte Formel, worin die p,
nicht mehr auftreten.

Wir wollen aber die neu eingefiihrten Voraussetzungen niher in
Betracht ziehen.

. 7. Wenn weder die Langen [, noch die Streuungen o, sehr stark
variieren, wird R, ungefihr den n:ten Teil der linken Seite von (20) aus-
machen. Ein solcher Fehler kann, wenn n nicht sehr klein ist, ohne Be-
denken vernachldssigt werden.

Hinsichtlich der Grosse R, ist zundchst zu bemerken, dass sie, sowohl
wenn die Léngeh [, alle einander gleich 'sind, als im Falle,” wo L a? =
l,05=-..=1 o>, gleich Null ist. Damit R, einen absehbaren Wert
erhalte, miissen also die Langen [ sowie die Produkte [ o bedeutend

variieren, und dies muss noch so geschehen, dass die verschiedenen
Glieder von R, einander nicht aufheben. Ein solcher Sachverhalt wiirde
eine ganz besondere Struktur des Gebietes voraussetzen, und es scheint
deshalb berechtigt, das Glied R, zu vernachldssigen.

Auch die Grosse R; wird im allgemeinen klein sein, denn die Varia-
tionen der Zahlen p; sollen ja den systematischen Verdnderungen der
Prozente p, entsprechen, und diese haben meistens einen allméhlichen
stetigen Charakter. Die Vernachldssigung des Gliedes R in (20) ist so-
mit wohl begriindet. ‘

Derjenige Teil von R, von welchem am oftesten zu befiirchten sein
diirfte, dass er einen nicht zu vernachlidssigenden Wert erhilt, ist ohne
Zweifel R;. Es sei deshalb noch darauf aufmerksam gemacht, dass die-
ses Glied immer negativ ist und dass seine Vernachldssigung aus diesem
Grunde nur bewirkt, dass der Mittelfehler zu gross geschitzt wird. Die
Vergrosserung diirfte aber im allgemeinen nicht sehr bedeutend sein,
und sie kann deshalb als ein niitzlicher Sicherheitszuschlag betrachtet
werden.

8. Die Formel (21) ist nicht die einzige, die auf Grund der Ent-
wickelungen des Par. 6 zur Berechnung des Mittelfehlers in Frage kom-
men kann. Es ist auch, falls n eine gerade Zahl ist, '

n 2 2 [lz 2
2v_1(P2y_1 pn,_l) +L2 0y, — p2)

=i v=1

und wenn man diese Gleichung anstatt (19) nimmt, wird man zu der
Forrel
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(22) s(P)—VZ l2"“‘+l“) P2y 1 p2.)’ |

gefithrt. Ist n ungerade, kann man noch dieselbe Formel anwenden,
wenn man eine von den Zahlen p, weglasst.

Wenn eine grosse Anzahl von Linien, oder also von Zahlen p,, vor-
liegt, empfiehlt sich sogar die Anwendung der Formel (22) vor der For-
mel (21), weil die Rechnung mit jener weniger miihsam ist. Ist aber
die Anzahl der Zahlen p, nicht gross, so muss die Formel (21) zur Anwen-
dung kommen, weil der Mittelfehler des Ausdruckes unter der Quadrat-
wurzel hier kleiner ist. Um eine Vorstellung von der relativen Zuver-
lassigkeit der beiden Formeln zu gewinnen, wollen wir die Mittelfehler
der Ausdriicke unter den Quadratwurzeln berechnen. Hierbei machen
wir die. folgenden Voraussetzungen:

Die Grossen p, folgen alle dem Gauss’schen Gesetz.

Die Mittelwerte dieser Grossen sind alle gleich p, und ihre Streuungen
haben samtlich denselben Wert o.

Die Lidngen [, sind alle einander gleich.

Wir beginnen mit der Formel (21) und haben also den Mittelfehler
des Ausdrucks

n—1

(23) ZI(P# —DPr+ 1)2

zu berechnen. Indem wir zur Abkiirzung p, —p, ,, = =, setzen, er-
halten wir durch eine leichte Rechnung

M (a:i) =24, M(x‘;) =124
und
M(xia:f)=464, falls |pw—v|>1

M@ a))=60" » |p—r|=1.
jn :\1 2[ g
M pr=2(n—1)61
]/4=1 ‘
ist das Quadrat des Mittelfehlers von (23) gleich

J‘W{["Z—:x —2(n—1)o'2]} .

Da

"’;:K

p=1

17
was im Hinblick auf die oben angegebenen Resultate den Wert

(12n— 16) ot
gibt. Also wird

n—l

Z, (Pp—"Pu+ 1) [ SR

= 3n -4
(29 /;_1‘ — '(f;’lﬁ' .
*M]Z(p/L—P#+1)[
r=1

Durch analoge Rechnungen findet man

(P2v—1—p2y) ,
- y%l 2y —1 2 | I/%
IL(P)v—l—Pw }

v;l

Fiir alle Werte 11> 4 ist (24) kleiner als (25), und deshalb ist die
Formel (21) im allgemeinen vorteilhafter als (22). Wenn n nicht mehr
als 40 bis 50 betragt, ist leider auch noch der Wert (24) sehr gross. Fiir
n = 40 ergibt sich der Wert 0,27, was noch eine viel zu grosse Unsicher-
heit im Resultate zeigt.

Wenn n = 200, gibt (25) den Wert 0,14, was schorn als eine hinrei-
chende Genauigkeit bezeichnet werden kann. Dann empfiehlt sich die
Anwendung der Formel (22).

9. Wenn es sich um grissere Gebiete handelt, kann es vorkommen,
dass eine vollstandige, auf Messungen gegriindete exakte Taxierung der
Linien nicht moglich ist. Man kann gezwungen sein, sich damit zu be-
gniigen, dquidistante Probestiicke auf den Linien genau zu taxieren
und die dazwischenliegende Teile mittels Okulartaxierung zu schitzen
oder vollstindig ausser Acht zu lassen. Dann sind die zur Verfiigung
stehenden Werte p, nur Naherungswerte der zu den Linien gehdrigen
Prozente. Falls diese Zahlen als von systematischen Fehlern frei ange-
sehen werden konnen, gelten nichtsdestoweniger alle im vorigen betreffs
der als exakt vorausgesetzten Prozente gemachten Uberlegungen. Also,
die eine oder die andere der Formeln (21) und (22) muss, je nach der
Anzahl der Linien, weiterhin zur Anwendung kommen.

10. Wenn die Anzahl der Linien klein ist, womit ich eine Anzahl
kleiner als 100 verstehe, kann die aus dieser kleinen Anzahl herriihrende

2
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Unsicherheit in unseren Formeln dadurch gehoben werden, dass das
Gebiet so in Teilgebiete zerlegt wird, dass die neu eingefiihrten Grenzen
die Taxierungslinien schneiden. Ich will dies an einem einfachen Bei-
spiel zeigen.

Es sei angenommen, dass die Linggn [, alle gleich sind, die p, alle
dieselben Mittelwerte und Streuungen haben und dem Gauss’schen Ge-
setz folgen. Indem wir das Gebiet G in zwei Teilgebiete G, und G, durch
eine Grenzlinie, die die der Taxierung.zu Grunde liegenden Linien hal-
biert, zerlegen, nehmen wir weiter an, dass die Prozente p);’ und pf’
der Linien der Teilgebiete ebenfalls samtlich gleiche Mittelwerte und
Streuungen haben und dem Gauss’schen Gesetz folgen. Das fiir G er-
haltene Prozent sei P, und die fiir die Teilgebiete erhaltenen Prozente
mogen mit P, und P, bezeichnet werden, wobei offenbar

(26) P= (P +Py).

Erfolgt nun die Berechnung des Mittelfehlers von P direkt fiir das
ganze Gebiet G mittels der Formel (21), so ist nach (24)

) /ries
(A7) » M@y~ V w=1

Andererseits denken wir uns, dass wir zuerst die Mittelfehler von
P, und P, mittels (21) und sodann den Mittelfehler von P mittels der
sich aus (26) ergebenden Gleichung

2 (P) = | (P) + 2 (P)]

berechnen. Da wegen unserer Voraussetzungen

M (&2 (Py); = M{s* (P);

und
& (&% (Py); = & {* (P2)y,

so ist dann

M (2 (P)) = 5 M (2 (Py))
und

1 {8 (P))

e {2 (P)y =g Ve {2 (Py)) + &{*(Py)) = — %

und mithin

Ay

HO
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Wenn wir dieses Resultat mit (27) vergleichen, sehen wir, dass die Zer-
legung unseres Gebietes in zwei Teilgebiete zu einer wesentlich sichreren
Bestimmung des Mittelfehlers fiihrt.

Aus diesem Resultate folgt, dass, obgleich man gezwungen sein kann,
Mittelfehler auf Grund einer Anzahl von Linienprozenten zu berechnen,
die zu klein ist, damit das Resultat eine selbstindige Bedeutung habe,
das Resultat doch nicht wertlos zu sein braucht. In Verbindung mit
anderen Resultaten derselben Art kann dasselbe zu einem hinreichend
sicheren Mittelfehler eines grisseren Gebietes fiihren. Wir wollen des-
halb noch besonders nachsehen, wie die Rechnung gemacht werden
muss, falls die Anzahl der Linien sehr klein ist, worunter ich, um zu
prézisieren, eine Anzahl kleiner als 20 verstehen will.

Vor allem miissen wir dafiir Sorge tragen, dass die erhaltenen Mittel-
fehler nicht systematisch zu klein werden. Die Vernachldssigung des
Gliedes R, in dem Ausdruck (20) kann eine solche Wirkung haben. Im
Par. 7 haben wir schon erwihnt, dass die Grosse dieses Gliedes im all-
gemeinen ungefahr ein n:ter Teil des Mittelwertes des Ausdrucks unter
der Quadratwurzel in (15) betrdgt. Multiplizieren wir den Ausdruck

unter der Quadratwurzel in (21) mit ”zl, so wird daher die Wirkung

dieser Fehlefquelle aufgehoben. Falls n sehr klein ist, muss man somit
die Formel (21) durch die Formel

B

l +7l,7 N2
& (P) = V:(nrf— 1) Z( £ Z_Zi__l) (p,“ o pl’-'*‘l)2

r=1

ersetzen.

11. Es wire von grossem Interesse gewesen, die in der Taxierung
von Viarmland erhaltenen Mittelfehler mit denjenigen zu vergleichen,
welche die Formel (21) liefert. Da in dem Bericht {iber diese Taxierung
wie in den Berichten iiber die norwegischen Taxierungen nur die die
Liniengruppen betreffenden Prozentzahlen mitgeteilt sind, ist mir eine
solche Vergleichung nicht moglich gewesen. Dagegen hat Herr Y. ILvEs-
saLo giitigst eine Umrechnung ciniger von ihm in der oben zitierten
Arbeit erhaltenen Mittelfehler mittels der Formel (21) besorgt. Ich
teile hier sowohl die mit seinem fritheren Verfahren als die mit der neuen
Formel erhaltenen Resultate mit. Die den Waldboden in Prozenten
der Landfldche betreffenden Resultate sind folgende:
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" Mittelfehler Mittelfehler

Gebiet nach dem alten nach Formel Gewic'ht e
Verfahren @n Gebietes
‘Sahalahti und Pento ...... 0,85 0,92 0,629
[lvesvuori «............... 1,66 2,16 0,095
Kotala .................... 1,05 1,87 0,086
Vehkajarvi und Pajulahti ., 1,74 1,75 0,190
‘Alle Gebiete zusammen .. 0,66 072 I

Als Mittelfehler des durchschnittlichen Kubikinhalts pro ha Wald-
boden wurden die folgenden Zahlen erhalten:

Mittelfehler Mittelfehler

Gebiet nach dem alten, nach Formel Gewic.ht
- Veriahren ‘ (21) E des Gebletes
- Sahalahti und Pento ...... 1,40 1,26 0,609
vesvuori ..o 2,93 3,50 0,095
Kotala ................. ... 1,19 2,63 0,085
Vehkajarvi und Pajulahti . 2,36 1,66 ~ 0,211
‘Alle Gebiete zusammen 1,03 0,93 1

Die Ubereinstimmung in den definitiven, das ganze Gebiet beriihren-
den Zahlen kann als ziemlich gut bezeichnet werden. Da ich erwartete,
dass die von der Formel (21) gelieferten Zahlen im allgemeinen etwas
grosser ausfallen wiirden als die frither erhaltenen und es sich doch in
der zweiten Tabelle betreffs der zwei grosseren Gebiete umgekehrt ver-
hélt, habe ich die originalen Diagramme, in denen die Ausgleichungen
der Punktfolgen vorgenommen wurden, untersucht. Es zeigte sich hier-
bei, dass man in dem wichtigsten, das Gebiet Sahalahti und Pento be-
treffenden Diagramm eine plausible Mittelwertkurve zeichnen konnte,
die zu einem wesentlich kleineren Mittelfehler gefiihrt hitte. In dem
demndchst wichtigsten Diagramm des Gebietes Vehkajirvi und Paju-
lahti trat der systematische Verlauf der Punkte nicht ganz deutlich
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hervor. Um keinen zu kleinen Mittelfehler zu erhalten, war deshalb

~eine horizontale Gerade als ausgleichende Kurve genommen. Diese

Tatsachen scheinen mir den oben erwdhnten Umstand gut zu erkldren.
Ich glaube deshalb, dass die Formel (21) ein gutes Instrument ist, eine
solche Bestimmung des -Mittelfehlers mechanisch zu erhalten, die durch
die von Y. ILvessavLo frither angewandte Methode erzielt ist.

12.  Es sei schliesslich bemerkt, dass die Formel (21) noch anwend-
bar ist, wenn es sich nicht um eine eigentliche Linientaxierung handelt,
sondern um eine Taxierung auf Grund von kleineren Probeflichen, die
iiber das ganze Gebiet gleichmissig verteilt sind. Wir wollen annehmen,
dass die Probeflichen z. B. aus gleich grossen quadratischen Flichen-
stiicken bestehen, deren Mittelpunkte sich in den Kreuzungspunkten
eines rektanguldren Netzes befinden. Dann konnen die .verschiedenen
Probeflichen mittels zweier Indices fixiert werden; wir bezeichnen mit
p#,,"'die zu denselben gehorigen Prozentzahlen. Der Mittelfehler des
Mittelwertes P aus diesen Prozenten kann vermittels der der Formel
(21) nachgebildeten Formel

(28) @ -VE Yo, v

berechnet werden, wo n die Anzahl der Probeflichen bedeutet und die

Summe iiber alle moglichen Wertsysteme w, », u’, »" zu erstrecken ist,
welche den Bedingungen

W<p, V<v, p+r—p -1 =1

geniigen.

Eine einzelne Zahl p, , fritt im allgemeinen in vier Gliedern der Summe
auf. Die zu den an der Grenze des Gebietes -gelegenen Probefldchen
gehorigen Prozente sind aber meistens nur in drei oder zwei Gliedern
enthalten. Es bezeichne « die Anzahl der Prozente erster Art (die also
in drei Gliedern auftreten) und g die Anzahl der Fliachen zweiter Art.
Falls « + 2 # bedeutend ist oder, um zu prizisieren, falls « 4- 2 § mehr
als ein Fiinftel von n betrdgt, empfiehlt sich die Korrektion der Formel .
(28), die der im Par. 10 erwahnten entspricht. Man findet fiir diesen Fall

¢ (P) = l/;(z;,j‘_lr_ﬁ)z @, — D)
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Zum Schluss sei bemerkt, dass, wenn die Anzahl der Probefldchen gross
ist, man, um die Rechnungen weniger miihsam zu machen, eine solche
Abinderung der Formel (28) vornehmen kann, die der in Par. 8 erwahn-
ten Reduktion der Formel (21) entspricht.





